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SUPPLEMENT 

AUX 

RECHERCHES 

SUR 

LA PROPAGATION DU SON. 
par M. EULER. 


D ans le Mémoire précédent je n’ai fuppofe à l’air par lequel le fon 
eft tranfmis, qu’une feule dimenfion félon une ligne droite; en 
quoi j’ai fuîvi les autres Géomètres qui ont traité cette même matiè- 
re, Puisqu’on a principalement en vue la viteflfe de la propagation, 
il femble qu’elle doit être la meme, foir que l’air air une étendue fé- 
lon toutes les trois dimenfions, ou félon une feule : quoiqu’il foit cer- 
tain, que les ébranlemens excités dans l’air diminuent beaucoup plus 
considérablement, lorque l’air eft répandu de toutes parts. Mais la 
principale raifon de cette reftriftion eft fans doute, qu’on rencontre 
des difficultés infurmontables, lorsqu’on veut fuppofèr à l’air une 
étendue vers toutes les trois dimenfions, ou feulement vers deux, en 
ne confidérant qu’une couche d’air renfermée entre deux plans parat- 
lels & extrêmement proches. 

Cependant il eft encore douteux, fi la virefTe du fon, 
qu’on trouve dans l'hypothefe d’une feule dimenfion, n’eft pas altérée 
par l’étendue félon les autres dimenfions; & puisque la viteile actuelle 
du fon conclue par les expériences eft confidérablement plus grande 
que celle que donne la théorie fondée fur l’hypothcfe d’une feule di- 
mcnfion, on a lieu de foupçunner que l’étendue vers toutes les dî- 
me n- 


menfions pourroit bien caufer certe accélération. Du moins fera- 1- il 
toujours fort important de faire des efforts pour dévcloper les autres 
hypothefes, où l’on fuppofe à l’air ou deux ou toutes les trois d : mcn- 
fions : pour l’une & l’autre hypnthelc je tâcherai de ramener les ébranle- 
mens de l’air à des formules analytiques , dont la réfblunon fera un 
rrès digne fujet pour occuper Padrefle des Géomètres. 

3. Je commence par Phypothelé de deux dimenfions, où Pair 
foit étendu félon un plan, qui foit celui de la planche, on lui peut 
donner une petite épailfeur, qui foit pariour la même ~ e: & d’a- 
bord je eonfidere Pétar d’équilibre , où Pair a partout 1 -a meme denlité 
& le même reflort. Que l’unité exprime eecte denfiré naturelle de 
Pair, & que fon éiafticité foit en équilibre avec le poids d’une colonne 
d’air dont la hauteur foit m h , en lùppolant auffi cet air de Pétar na- 
turel, dont la denfué zz i : on voit bien que cette hauteur h le dé- 
termine par Allé tfu baromètre, en multipliant celle-ci par le rap- 
port , dont la denfiré ou gravité fpécifique du vif argent furpafle celle 
de Pair. Ainfi la hauteur du baromètre étant zz A, fi nous fuppo- 
Ions la gravité fpecifique du vif argent j 4 fois plus grande que celle 
de Peau, ôc celle-ci 800 fois plus grande que celle de l’air naturel, 
nous aurons h ZZ 14, 800^ ZZ 1 1200A 

4. Dans Pétar d’équilibre eonfidérons un point quelconque Y, 
duquel on baillé à une ligne fixe AE la perpendiculaire YX, pour 
avoir les deux coordonnées AX ~ X, & XY zz Y, qui détermi- 
nent le lieu du point Y. Maintenant, après une agnation quelconque 
excitée dans notre air, & à un inftant donné, que le point Y lé trou- 
ve en y } dont le lieu foit déterminé par les coordonnées Ax rz x,. ôc 
xy ZZ y-t ôc il eft clair que x & y feront certaines fonctions de X 
& Y, où le rems entre bien aulfi, mais tant que nous eonfidérons l’é- 
tat de Pair pour le même inftanr, le rems n’y entre pas encore en con- 
fidération, ou fera regardé comme conftjnr. Donc puisque tant x 
que^ eft une fonéiion de deux variables X & Y, fiippofons: 

dx — L dX -h Md Y, & dy zz P^X -+- QJY. 

Ee 2 y. Pour 



y. Pour trouver tant la denfité que l’clafHcité en y dans l’é- 
tat troublé, confidérons un volume d’air, infiniment petit, qui dans l’é- 
tat naturel foi: Y P Q, 6t après l’agitation dans l’ctar troublé foie ypq> 
dont le rapport à celui' là fera connoirrc tant la denfité que l’clalticité 
du volume ypq. Comme le point Y déterminé par les coordon- 
nées X & Y efl transporté en y déterminé par les coordonnées x 
Si y; tout autre point infinimenr proche de Y & déterminé par les 
coordonnées X dX, 6c Y —J— dY fera rrsnfportc dans un 
point déterminé par les coordonnées: 

er L dX -f- M ^Y , 6c y — j — P</X ~f- Qi/Y. 

Que le triangle YPQ foir pris en forte, comme il elt repréfente 
dans la figure, & pofons Y P iz XL “ a, 6c YQ — £, 6c 


le point 

dont les coordonnées 

O* 

au point 

Y 

X & Y 

«— r 

O 

> 

P 

X-f- a & Y 

c 

<; 

/> 

Q. 

X 6c Y-p-e 

O 

7 


ont les coordonnées 

x * & y 

X — |— La 60 y — | — P a 
■v — j — Mb &y — (— Q£ 


6 . Donc, ayant tiré de p & q les ordonnées pl 6c qm , 
nous aurons: 

Ax ~ x'. Al “ x -4- Lkj Am — x — j— Ma 

xy “ y; lp = y -h Pa; w? =J + Q», 

d’où i! faut chercher Faire du triangle yp <7, qui fè détermine par celle 
des trapèzes xy p /, x y q «, !pqm i en forte 

Aypq “ £ -f- Mÿ) -h i ml (y nq — j— lp) \ x l{xy-\~!p\ 

or xm zz M ml ™ La — M S ; 6t v / — I a, donc 

A77“^M(=>4^Q)+|-aL-&Vl)^ i v+aP+^QM«K23*4aP), 

ou A M ( — a P) -H i ah (ÇQ) =z S-a^LQj — MP). 

Dune, puisque dans l’état naturel Faire du triangle YPQ^ctoit ja?, 
la denfité du même air rempliflant maintenant le triangle jpq 

fere 
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fcrâ — * — 

tirons cette conclusion 


denfité en y rz 


, & l’élafticité ~ 


LQ^ — MP’ 


d ,v - 


ou nous 


LCL — MP 


; élafticiré en y ™ 


Lq_ — ML y 


7. Comme le lieu du point y dépend de celui de Y, le ref 
fort ou élafticité en y, que Ton la pofè — II, de forte que 

Il ~ — ~ — > f~ era suffi une fonftion de X & Y, confidé- 

rant encore toujours le rems comme confiant; & partant nous aurons 
d\[ “ Et/X — j— F^Y S où E 6c F font déterminées en forte des 
lettres L ? M } P, Q: 


M ©) 


E _ -*(q©+ L ®- p (ff)- 

(LQ^ — MP) 3 
(LQ^ — MP) 2 

C’eft à dire un point Y / dans l’état d équilibré infiniment p-ochc 

de Y, déterminé par les coordonnées X — 1 — dX, <Sc Y —J- - rfY, 

é r anr tranfporté par l’agitation en ;/, l elaflicitc y fera exprimée par 

la haareur II -+- E:/X — j— F;/Yj pendant que l'élafïicité en y ré- 

1 , „ h 

pond à la hauteur U “ ^ ~M~p‘ 


8. Or le lieu du point y } étant déterminé par les coordon- 
nées JT — j— L -/X — |— M'/Yj <Sc y — j— PdX — j— QyY } nous 
pourrons afligner la variation du reflort depuis le point y dans l’état 
troublé jufqu’a un autre point y ( infiniment proche: foient pour le 
point y ' les coordonnées x — f- a, & y — f- ë } prenant a & Ç y 

Ee 3 pour 
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pour marquer des élémens infiniment peurs, & neus n’avons qu’à 
chercher le lieu Y / du meme point dans 1 état naturel. ^ Pour cet ef- 
fet pofons: 

L//X -h M</Y =r a, & PdX -f- QJY ~ g, 
d’où nous rirons 

, y _ «CL — gM . , _ gL — gp 

“ LCL — MP’ & ^ ~ LQ_— MP* 

Donc, pour le point y* dans l’état troublé, déterminé par les coor- 
données x —J— et, & y — g, nous aurons l’élalHciré exprimée 

par U hauteur H + % - ± . 

y. Pour mieux dcveloper cette valeur & celles de lettres E 
& F, il faut remarquer, qu’ayant pofé 

dx n tdX -h MdY, & dy~ P dX -f- Q//Y, 

n0M lu, - n ’ Or) = 0^)' & 01) = 0x)> 

„ <KS)-0-^0+«©) 

E ” (LQ^ — MP) 2 » 

. ‘('0-^©- l ©+"Q) 

F — (LQ^ — MP) 2 » 

d’où nous tirons: 

EQ.-FP _ (LQ_- MP ) 1 

tl-em — : (T^-Mr) J 

En- 


Enfuite il faur auflTobfcrver, qu’il y a: 

t = (X> *■ = ©'' = a> « <^= g> 

10. Delà fi nous confidérons dans l’ctat troublé un élément 
d’air yprqy dont la figure foit rcétangle , les côtés étant yp ~ $, 

Si yp ~ f, & pris parallèles à nos coordonnées , nous pourrons 
pour les quatre points y y p } q y r y déterminer Télafticiré. Car ayant 
pour le point y l’élafticité ” Ü, pour le point p dont les coordon- 
nées font x •+- J & y, donc a — $ & £ — o, Télafticité 

S TE Q F p\ 

fera “ Il L ~ (^ hÏP~‘ Enfuite pour le point q y dont 

les coordonnées font x & y -+- dont a “ o, & 6 — t , 

Télaflicité fera ” Il -f- - Et pour le point r, 

dont les coordonnées font x -+- S y & y -f- e, dont a ” Æ, 

*'=* réWHcWfa.=n+ *(eq-fp)+.fl-em) 

■ LQ^ — . MP ’ 

d’où nous pourrons déterminer la preffion de l’air fur les quatre côtés 
du rectangle yp q r. 

1 1. Le côté yp — $ ayant une épaifleur — e, & parrant Fig. 
Taire r= Se y puisque les preffinns en y &. p font inégales, fi nous 
prenons un milieu, la prelfion fur le côté yp fera égale au poids d’un 
volume d’air 

preffion fur yp = le (s II -+- ^^Elïï*i) 

De même fur le côté opofé qr nous aurons 
preffions fur fa-h 

1 . q \ a (LQ^ — MP; J 

En- 
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Enfuitc fur le côté yq ” e r, nous aurous la 
preilîon fur » (2 II 


& de la même maniéré 

rr r „ / rr , -J( E Q: — FP)-f-e(FL EM}\ 

preffion fur p-_ ei [2 IT -4 ^Tlq^Tmp; l ) 

Puisque la différence enrre les forces en y & y cft égale à celle des 
forces en p & r, on voit bien que l’inégalité des forces ne trouble 
point l’effet. 

12. Puisque ces forces agi fient perpendiculement fur les cô- 
tés, l’élément ypçr fera pouffe par les deux premières forces fuivant 

la direction yx par une force, qui elt “ - — lqJ gp— J oc 

les deux dernières produifent enfèmble une force 


_ JgfÇEQ^ — FP) 


j félon xA. 


” LCt — MP 

Ou bien l’élément ypqr fera pouffe par les deux forces fuivantes: 

, „. * Jf* (FP • — EQ) 

force fuivant la direction Ax ~ 


LQ.- 


MP 


r r . f Jt a . _ See (EM — FL) 

force fuivanr la direction x y “ — — . 

J LQ^ — MP 

Or le volume contenu dans ce reétangle ypqr étant “ See i 

fi nous le multiplions par la denficé |-q- MP* ma ^ e 

* See 

Æra — lq^ — " mp' ; 

13. Ayant trouvé ces forces lollicltantcs, introduirons le 
tems t } & dans l’élément du tems dt nous pourrons afiîgncr les ac- 

célé- 
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célérations Suivant les mêmes directions. Si nous exprimons le 
tcms t en fécondes , & que g marque la hauteur d'où un corps pcfant 
tombe dans une féconde, les principes de Mécanique nous fourniffent 
les équations fuivantes : 

See 

LQ_ — MP' \Jr J 
ète fàdy\ 

lq^— ivfp' v*v 

ou bien celles-ci: 

(^) =^(FP — EQ), & = 2 S (EM — FL), 

& maintenant il faut regarder x & y comme des fondions non feule- 
ment des deux variables primitives X & Y, mais'aufïi du tems t. 

14. Voilà la fblution générale de notre problème; mais, 
pour en faire l’application au cas que nous avons en vue, il faut re- 
garder tous les changcmens caufés par l’agitarion comme extrême- 
ment petits, de même qu’on le fuppofe dans l'hyporhcfè d’une feule 
dimenfinn. Les différences entre x âc X, de même qu’entre y & Y , 
feront donc extrêmement petites; pour tenir compte de cette dr- 
conihnce, pofons x — X ~\- p, &. y — Y q\ & les 
quantités p & q doivent être confédérées comme é van unifiantes. 
Delà nous aurons 

</X dp zz L </X -f- M/Y, &. JY -4- Jq — PJX CW Y, 

ou dp = CL — i)JX-HMrfY, &^=P./X-f-(Qj— i^Y, 

& partant les quantités M & P, feront extrêmement petites, & L 
& Q, ne différeront de l’unité qu’extrèmemem peu. 


£ f f(FP — EQ) , 

-•* ~ lq7”mF~’ * 

âee (EM — FL) 

“ * S ' LQ — MP * 


AfttJ). dt tdcad, Tom.XV. 


Ff 


15. Donc 


i y. Donc, pour les agitations infiniment petites, nous aurons 
à peu près L ™ ij M ~ oj P ZZ o, & Q^ — & 

en fuite : 

l = , + (,æ)’ m =Gtÿ) : p =G0 ; Q-^'+Cty)’ 

d’où nous tirons 

râl z\r ilâ P\ fàVsrààp 

Vrfxv» \jy J-\jy*S 

ââ< i 

\Jl)-\dŸ?y \ïx)-\J^)~\àYLJ\dx)-\àX'/ 

Delà ayant LQ — MP “ i, nousaurons: 

*=‘(-©)-G&))=-‘(»)-‘Gë?> 

*=*(■ 

& fnbfritu.int ces valeurs, nous obtiendrons les deux équations fuivatv- 
tes pot u' la détermination du mouvement 

(t£) = •«* ® + •" (S> * 

CS) = ■«* ($) + ■** GÈré) 


i 6. Au lieu des lettres p ôz <?, écrivons les lettres x & y, 
pour marquer mieux leur rapport avec les coordonnées principales 
X & Y, 6c nous aurons la folution fuivanre. Une particule d’air, 
qui dans l’état d’équilibre étoît en Y. les coordonnées étant AX“X, & 
XY “ Y, fc trouvera après une agitation infiniment petite quelcon- 
que, le tems écoulé étant ~ *, au point y, dont les coordonnées 
étant pofées A* “ X H - x, & r; = Y + y, les quanti- 
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tés .r & y feront quafi infiniment petites, & certaines fonctions des 
trois variables X, Y & t , dont la nature doit être déterminée par les 
deux équations fui vantes: 

i fddx\ rddx \ S ddy \ 

Igh \JtïJ ~ 0x0 ÇjxjÿJ* & 

1 f àà y\ fdh\ | f àdx N 

2gk \dt*J ~ KdY'J \JXJYS 

Tout revient donc à la réfblution de ces deux équations, qui efi fans 
doute incomparablement plus difficile, que celle que nous avions trou- 
vée pour le cas d’une feule dimenfion, &qui fè déduit aifément de ces 
formules, en pofant Y “ o, & y — o, d’où l’on obtient 

l Sdd x\ /’ddx-'S 

ïgh \7t*J ~~ WX*/ 

17 . D’abord j’obfèrve qu’on peut fatisfaire à ccs deux équa- 
tions en fuppofànt: 

x = BQ; (aX-h^Y^-yf, & y =r CO(aX-i- ffY y»)» 
le fîgne O marquant une fonftion quelconque de la quantité adjointe; 
& il ne s’agit que de déterminer les quantités confiantes a, £, y, B & C. 
Or de U nous tirons: 

(j£) = B yy®" («X - 4 - g Y yO, 

(^) = Cyy®"(«x -4- ffY -4- y t), 

(££') — («X -(- ffY -4- y f), 

(.7£7ÿ) = + SV + yt), 

(^r) = C« ®"(aX -+- S Y -+- y/), 

Gzt) = C “M"C«X - 4 - 5 Y -4- y<), 

Ff 1 où 
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oû il faut fe fou venir que, pofant v m ®: u ? je me fers des fignes 
fuivans pour marquer la différentiation: 


dv 

du 




», & T- = 4>": ». 

’ du 3 


1 8 . Subftituant ces valeurs, & divifànt par ^(aX -f- £Y -f yf) } 
nous obtiendrons les deux équations fuivantes: 

^ — B a a -H CccÊ, 6c — CÊS -f- BfcÇ 

2^/j 2^-A ■ * 

dont l’une divifée par l’autre donne 

B Baa -f- Ccr£ a , „ . _ - 

c — cêT^FBaë — ?* donc B — a » & c _ ê, 

ôt en fuite — aa ”H ££» ou y n Y 2 gh(aa. -4- 66). 

Maintenant on pourra joindre autant de telles fondions qu’on voudra, 
ôt on aura: 


a®>X+eY’+fV3^(aft+ge))+a ï Ÿ(a / X+e'Y+ï> / 2^(aV+^)&c. 

^aX+eY+fya^tftft+^+eŸfaOC+^y+rVa^faV+e^&c. 

où <î>, 'P Ôic. marquent des fondions quelconques; fnais le mê- 
me chara&ere fignifie dans l’une 6c l’autre cxprcflion la même 
fonction: or a, 5, a', ë’ / , ôcc. font des quantités confiantes ar- 
bitraires. 


j o. Pour mettre cette folution plus clairement devant les 
yeux, foit 

P une fonction quelconque de a X + 6 Y -J- iY-gk (ta -f 6 6) 
P' une fonftion quelconque dea'X + f'Y -j- tYighija/ a' -f 6'6 / ) 
P /; une fonction quelconque de a"X -f 6 f, Y + tY 2 g h (a // a // + 6 U 6 U ) 


où l’on peut prendre pour aë, a/ë 71 , &c, des riombres quel* 

conques : & Ton aura pour la folution du problème les formule» 
fui van tes: 

* — aP -f- a'P' -f- a u P ;/ a w P'" &c. 
y = ëP -h ffP' H- C"P" -h ë"'P"' &c. 

Si l’on fuppofè ici r “ o, on aura l'état au premier inftanr après l’a- 
gitation, lequel étant donné, il en faut convenablement déterminer 
les nombres a, a/, ë, ë ; > &c. cependant il s’en faut beaucoup que 
cette folution foit générale, à moins qu’on, n’augmente à l’infini le 
nombre des formules P, P', P", &c. 


3û. Faifons un autre effort pour réfoudre nos deux équa- 
tions trouvées (§. r 6), qui renfermenr la folution de notre problème. 

Pofons -h (^Ç) ~ v> & nos deux équations deviendront: 

i fddx \ / àv\ . i fàdy\ __ /Vr\ 

zgh \dt 2 J Vv’ vt 11 / ““ v/Y/* 

d'où nous tirons : 


I / \ l / </ 3 y \ /Jdv\ 

Tgh Kdt^dXj — VXV’ & V^/ÿy “ VŸ»/ 

Or la première fùppofltion donne: 

/•^\ _ / i>x \ r d>y \ 

W*V “ \dt 2 dxj ^ \dt*àYj' 

d’où il s’enfuit 

l f ddv\ _ fddv\ fddv\ 

2 g k \dt v — vTxv vÿv* 

Voilà donc réduit notre problème à l’invention d’une feule fonÆon v> 
des crois variables r, X, Y, ce qui paroi t être la route la plus aifée 
pour parvenir à la folution. 

Ff 3 


31 . 
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il. Puisque nous venons de trouver- 
/ ddx'' 


D = CS). - ,71 (f) = (S). 


la différentiation ultérieure donne 


- _L / 

f \ 

" 3 S h 

WiVXy' 

n. 

V 

nous aurons 




d'où traitant X & Y, de confiantes, nous en tirons par intégration 

^ ^ -h M, 

où M & N, font des fondions quelconques de X & Y, de forte 
que nous ayons 


© - © = + N ’ 


laquelle étant jointe à l’une de 110s deux équations principales contien- 
dra aulfi la folution du problème. 

22, De cette derniere équation nous concluons 
/ tfdx \ ^ 


\uXdY 


\ — -4- t ( — ^ 

J “ vxv ^ 




(: 


dc/y \ /ddx\ /JM\ f 

ÏxJÿ) — \dY >) vvj VY )' 


ôc 
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& ceS formules étant fîibftitùées dans 


nos équations principales don-. 


neront; 

i 

2gh 

i 



où il fa ur remarquer, que M & N font des fonctions des deux va- 
riables X & Y feulement, & qu’elles ne renferment point le rems t. 
De là on peut encore tirer une folution particulière, prenant pour M 
& N, des fonctions quelconque des deux variables X & Y: 


' - *' x + ' &) ■+■ yx ■ f_ C^).’ "■ 

y = gtY — t (j£) 4- JY — (~y 


Car de là il s’enfuit 



(«•f b)?-|-y-f ^ 


23. Cette folution particulière peur être jointe aux autres fo* 
lurions particulières données ci- deflus: car fi les-, valeurs x ~ P, & 
y ~ Qj fournifienr une folution, &. aufii celles- ci x ~ P', tSc 
y “ Q^, on en pourra toujours former une folurion nouvelle plus 
générale x zzr a P — (— £ P ; , & y 'ZZL a — (— £ Qf Or ci- 
defliis j’ai indiqué une infinité de fonéliops, dont chacune fournir une 
folution du'problcme: les prenant dortc toutes enfemble, & y joignant 
encore les valeurs de x & y, que je viens de trouver ici en dernier 
lieu, & qui ne fèmblcm pas être comprîlès dans les précédentes, on 
aura une folution infiniment plus générale. Cependant il ne paroit 

pas 
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pas encore, comment on doit déterminer toutes ces fondions', pour, 
que pofant r “ o, on obtienne une agitation initiale donnée. ■ Ce- 
pendant chaque folutîon particulière fe rapporte à un certain état ini- 
tial, lequel étant fuppoié avoir Heu, on en pourra afligner pour tout 
tems l’agitation qui aura lieu dans Tair, 

24. Pour en donner un exemple, - confidwons cette folutîon 
particulière: 

x ~ <S(X -4- tŸzgh) -4- Ÿ(X — tV 2 gh) t 

y ~ S(Y -V- ty zgh) -4- ©(Y — ty 2gh) y 

où les cara&eres <S, S, 0, marquent des fondions quelconques 
des quantités qui leur font attachées; fans en excepter les fondions 
irrégulières & difcontinues. Cela pofé, ces formules donnent non 
feulement pour chaque tems propofë t les déplacemens x & jf, de 
chaque particule d’air, dont le lieu dans l’état d’équilibre eft déterminé 
par les coordonnées X & Y, mais aulïï le mouvement de cette mê- 
me particule, qu’on connoit par les vitefles fuivant la direction des 
coordonnées; & ces vitefles feront; 

Q*\ = (®'(x tyi S s) — ÿ'(x — tvigh))V2 g k, 
= (S'CY.-H tVxgk) — 6 ' (Y — tVsgfyr 2 S L 


25. Maintenant, pour l’état initial pofant t o, on aura: 


a- = ®: X - 4 - ¥: X; y = S: Y + 0: Y, & 



(<&':X *'i X)VtgÂi Q/)-=ÇZ':Y e / :Y)Yîg/r. 


Donc 



* 

Donc, fi au commencement on a eu 

A*nr:Xîy=^:Yi y*gk\ (^—^Y.yigh, 

nos fondions feront déterminées par celles-ci en forre : 

O: X + Ÿ: X = T: X; 2: Y -f- 0: Y =: A: Y, 

G: X — Ÿ: X ~ A: X; 2; Y — ©■. Y — H: Y, 


& partant : 

OrX — 4T:X 4- *A:X; Ÿ: X — * T: X — { A: X . 

2: Y = £A:Y -h |S:Y; 0:Y = i A: Y — iS:Y 

d’où nos équations feront: 

^r(X+fya^+iACX+tya^)+ir(XwV'a^)HA(X-/y V A), 

A( Yf r Y 2^/t) + 4 E^Y f (Y 2 gh) + 4 A(Y— ■*' Y :»/<)- 4 S Y—tV 2 gh) 

26 . Suppofons ceS fonctions telles, que T:k; A: A:», 

&K:v, foiem toujours égales à zéro, excepté les feuls cas où «™o # 
auquel leurs valeurs (oient a, £, y, J, infiniment petites, & l’on 
voit que l’agitation initiale aura été relie que pour X “ o, & Fig 
Y — o, on a x ZZ a, & y zz y: c’cfï h dire la ligne d’air BC 
a été poufiée en bc } & la ligne DE en de i tout le relie de l’air de- 
meurant en repos au premier inftant: les autres fonctions expriment 
les vitefics imprimées à ces lignes d’air au commencement. Cela po- 
fé, après un tems quelconque f, qu’on prenne AP — AP 7 ZZ *Y%A 
& AL ZZ AL 7 ZZ tY 2 g/r, 6c toute la ligne QPR fera déplacée 

Ct ê 

en qr par l’intervalle ~ 4 E : o — 4 A: 0 ZZ — or de 

l’autre côté la ligne Q^R 7 (e trouvera en </ r f par l’intcrval- 

£1 — I - ^ 

le zz ïTo - 4 - 4A0 “ — . Enfuire, la ligne MLM j/ 

** 

* y — J , 

fera tranfportée en mm' par l’intervalle zr — - — , 6c la ligne NL 7 K 7 
. Mim. de Mead. Totn. XV. G g 


en 
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y 1 ~ j $ 

en fifi f par l’intervalle — — - — . ,0r tout le refte fera en repos. 

Donc les ébranle me ns originaires félon les lignes BC & ED font 
continues par des lignes parallèles, fans fè troubler mutuellement, avec 
une viceflè de 2 g h par fécondé. 


27. Pour le cas où l'agitation originaire n’aura fubfiftc que 
dans un très petit efpace autour du point A, il eft evidenr que les agita* 
lions produites fe continueront par des cercles concentriques. Dans 
ce cas donc, les déplacemens x & y feront proportionnels aux coor- 
données X & Y: pour cet effet pofons x ZZZ vX, & y “ rY, 
&. nous aurons; 


©=<î> ©=•«(£> 

(© = *(§> © = ’© + *©> 

(©?) = (© + * & 


&, de la même maniéré 


(3)=*©. (Æ) = *(5) + ^(S> 


( àJy \ 

\JXjYJ 


© 


y / defv \ 

\dKdYy 


d*oû nos équations principales deviendront: 

f dv \ 

jx) 

Y 


X (ddv\ 

2 g A \dt 2 J 






2 gh 


m = > 0i) + 1 (© + » (; 


ddv \ 

dXdY y 


* 8 . 
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a 8- Mais il eft évident que v eft une fonftion feulement 
des deux variables t & y^XX+YY;, pofons donc 1/(XX+YY)— 7^ 

. . M X</X -+- Y JY 

& dv — d’ow, puisque rfZ “ ^ , 

fdt\ __ . NX _ ( Jv\ NY i 

nous tirons (57) — M ; Lv) — z > & LyJ ™ Z ’ 


& en fuite “ f-rrY & 


\dt*) — W'/ 


fJJv\ _X/VN\ .N NXX_X/ÿA 

Vx* y zv xy z z 3 — z^xy 

/ ^ir \ _ X /^N\ NXY 

VXrfYy “ z vyy z 3 * 

/^\_Y/£N\ N _ NYY_ Y/m\ 
VY a j“ ZVYj^Z Z 3 “ZVY/ 

Pofons </N P^£ ~4“ QyZ m PdV 1 ^ 


STYY 
Z' 3 * 


NXX 
Z 3 ‘ 
QYJY 


. . /W\ _ QX a/N\ _ QY 

6c puisque (jÿj - "T* 

/dd 

Vx 


nous aurons 




zz 


NYY ✓ </</* \ QX Y 

Z 3 ’ ^x^Ÿy - ~zz” 


NXY 
Z 3 ’ 


& rl d JL\ - ^Y NXX 
VYV “ Z Z ^ Z 3 * 


29. Ces valeurs étant fubftiruées, nos équations deviendront. 
X fddv\ 3 NX 
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r.g. 4. 


& fe reduifenr par conféqucnt à une feule 


Or, puisque 



il s’agit de trouver pour v une telle fonction des deux variables t & Z, 
qui iàtisfaflë à cette équation 



Alors un point quelconque Z, dont la diftarice au point fixe A eft 
dans l'équilibre AZ z= Z, fera tranfporté après le rems “ t par 
un efpace Za ~ VQxjc — yy~) “ vT,, dont il s’éloignera du 
point fixe A. Si nous nommons cet éloignement Za ~ vX ~ s. 


de forte que y 



Z 1 


nous aurons 


1 » 1 /i/c\ . /'VA/z-v 

ÏJ7t \7t v “ zz z w Ltz* y 


30. Si cette équation admerroir une reîle fblution, qu’il fut 
a “ PC 1 : (Z on en concluroir, que la propagation 

des ébranlemens fe fit avec la meme vitefie , que dans la première hv- 
poihefe, qui feroit par conféqucnt moindre que /èlun l’expérience. 
Mais une telle forme fiibftiruée pour z ne fatisfait point à notre équa- 
tion, d’où l’on peur conclure, que la propagation du fon pourroit 
bien fe faire avec une aurre vitefie dans cette hypothefe. Cependant 
on n’en fàuroit rien conclure de pofitif, avant qu’on fôit en état de ré- 
foudre généralement cette équation: mais, quoiqu’on en puifie aifé- 
ment afiigner plufieurs valeurs- particulières, il ne paroir pas com- 
ment on en pourroit déduire la valeur générale. Par cette raifon on 
ne fauroit apporter trop de foins à perfeftionner la partie de l’Analyfè 
qui s’occupe à réfoudre ces fortes d’équations.' 


CSTTE 
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CETTE MEME RECHERCHE - 
pour Vhypothfe de trois dimen fions, 

g j. Dans Tcta: d’équilibre confidérons un point quelcon- Fig.?, 
que Z, dont la pofition foit déterminée par les trois coordonnées 
AX r: X, XY ~ Y, & Y Z — Z. Or, après une agitation 
excitée dans l’air pour un teins donné, ce même point ait été tranfpor- 
té en s, dont le Heu Toit déterminé par de fcmblables rrois coordon- 
nées A.r ~ x y xy ~ y j yz ~ s perpendiculaires entr’clles. 

Et il ell clair que chacune de ces coordonnées fera une certaine 
fonction des trois principales X, Y, Z, qui répondent à l’état d’équi- 
libre 5 po forts donc 

âx — LrfX + Mi/y + N (/Z; 

PdX “j“ QdY ■ ( - R^Zj 

//s — St/X -+- Tr/Y H- WZ; 

car, quoiqu’elles renferment aufïï le tems t , je n’en tiens pas encore 
compte, puisque je rapporte toutes ces recherches au même inftanr. 


32. Confidérons maintenant dans l'état d'équilibre une pyra* 
mide d’air infiniment petite terminée par les quatres points 

Z, g, t), 0 , auxquels répondent les coordonnées, comme il fuit: 


du point 
Z 


<? 


*) 

Ô 


les trois coordonnées 

X, Y, Z 

X + «, Y, Z 

X, Y -+- S, Z 

X, Y, z 4 - y. 


certe pyramide fera la fixieme partie du parallelcpipede formé par les 
trois côtés a, £, y, que je fuppofe infiniment petits. Donc la folidi- 
tc de cette pyramide fera “ fa £y, dont la denfité eft fuppo- 
fée “ 1, ôc l’claflicité exprimée par la hauteur h: en /brte qu’une 
colonne d’air naturel de cette hauteur, tienne l’élaflicité en équilibre. 

Gg 3 33. 
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33. Qn’après l’agitation cette meme pyramide ait été tran {por- 
tée en zh.fJ.Vj dont les quatre angles feront déterminés chacun par les 
trois coordonnées fuivantes: 


du point les trois coordonnées 

z Axirrx; x y "y; js “s 

h AL~x— 1— La; L/~y— |— Pai Sa, 

fi AMnx4"M S i Mmzriy— t—Q£; rn/i~z— f-T£, 
y AN=:x-4-Nyi N»“y-i~Ryj »yrzs- j-Vy, 
Or la folidité de cette pyramide eft égale à 

ymn zfiv -p- j/» zhv -+- / mahfJ-V y!mzhfi t 

& panant) en prenant la folidité de chaque part 

+ £)’*» (y= + ^ + »0 1 + t W» (3 B + Sa-f Vy) 

— + x)"»» (3* + T£-j- Vy) 
t $■/»» ( 3 > + Sa + Tg + Vy) 
+ $y/m ( 3 & + Sa + Tg) 


+ $y*»« (y» + w P + ®>0 

+ (/A + + 

+ ^yé®* (y° + ^ + ®*fO, 


laquelle exprelïïon fe réduit à celle-ci. 

— y Sa. Aymn — |T£. Ajy/s -f- y Vy, Ajy/w, 


34. Or les aires de ces triangles fè trouvent en forte: 

ûjw»3£ JxM(Xy + Mm) + J MN (Mm -f K») — 4xN (xy + N») 

Ayin ~ j*N (xy + N//) -f 4 LN (L/ + N»)- |xL (xy + L/) 

Aj/m ~ | a M (xy -f Mm) + 4 LM (L / + Mm) — \ xL (xy f L/) 

& partant les aires de ces triangles feront 

AywvzzrlxMfîy -f Q£) + 4 MN (2y+Qf?4Ry) — 4- r N(2j4-Ry) J 
ou Aymu ~ { Q£. xN — jRy. xM. 

Ay/»“4- vN ( 2 }' + Ry) + T L NC 2 y + P* + Ry)— TxL(iy 4 - Pa), 
ou Ay/n “ £Ry. xL — $Pa. JtN. 

Ay/»= i jrM(ay 4- Q£) + 4 LM(sy + Pa 4- Q0 -4 jrL(ay 4- Pa), 
ou A ylm ~ |Q£. xL — iPa. jtM. 


Or 
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Or tL “ La; *M zz M£, & #N ZZ N y. Donc 

àymn zz *NQ£y — *MR£y ZZ ^'/(NQ_ — MR), 

Ay/« zz i LRay — 4NPay zz 4 ay (LR — N P), 

A y /w zz -j L Qji £ — jMPoq zz 4 a f> (L — M P), 

35 . De là nous trouvons la folidité de notre pyramide 

— Ja?yS(NQ w -MR)-|aÇyT(LR-NP)+iab°yV(LQ w -MP) ï 

Sc partant la denfité de l’air y fera : 

1 

LQV — MPV -f- MRS — NQS -+- NPT — LRT’ 

& par conféquenr, fi nous pofons R pour la hauteur qui y mcfure 
l’élalUcué, nous aurons; 

n — h 

11 “LQV — MPV - 4 - MRS — MQS-t-NPT — LRT' 

Cette quantité fera donc aulfi une fonction des trois variables X, Y, Z, 
& fi nous pofons 

m — EdX -4- F^Y -4- GâZy 

les quantités E, F, G, Ce détermineront aifément par la différentia- 
tion de la valeur de R, puisque 



36 , Si nous concevons dans l’érar d’équilibre un poinr Z -1 
infiniment proche de Z> & déterminé par ces trois coordonnées 
X -4“ dXy Y — (— dYy Z -4- dZy il fc trouvera maintenant 
en %*, en forte que les coordonnées feront 

a- -4- LrfX -4- M^Y -4- NrfZ, 
y _|_ p^x -4- Q/Y -4- RdZ t 
z H- S(/X - 4 - TrfY - 4 - VclZ. 


Donc 
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Donc, fi la pofirion du point a / infiniment proche de b eft donnée 
par les coordonnées a, y — S, s -{— y, nous en 

pourrons trouver le lieu dans l’état d’équilibre. Car, fi nouspofons 
pour abréger 

LQV — MPV-4-MRS — NQS“4- npt — LRT“ K, 
de forte que XI — - 4 , nous aurons 

lY 

v „ “(QY — RT ) -h 6(NT — MV) 

JX _ R 

a (RS — PV)-t-g(LV — NS) 
à Y “ ^ 

_ »(FT — QS)-|-g(MS — LT) 
dZ = k 


y (MR — MO) 
y (N P — LR) 
y(LQ — MP) 


37. De là l’élafticité en s étant ” — “ TT, elle fera 

en zJ “ XI H— E^X F^Y -H GdX: donc, fi nous pofons 

pour abréger, 

E(OV — RT) H- F (RS — PV)-b G(PT — QS) — A 
E(NT — MV) -f- F(LV — NS) -h G (MS — LT) rz B 
E(MR — NQ) -h F(NP — LR) G (LQ^ — MP) — C 

l’élafticité en z! fera 

Aa -4- Bê H- Cy 


n 


K 


Or la denfité en z eft “ ^ Donc, fi nous confidérons un paralle* 

K.* 

Fio-, f. iepipede rectangle infiniment petit zbc Jaëyiï, dont les côtés foyent 
parallèles à nos trois coordonnées, & que nous nommions zb ~ a, 
s c ~ ë, sa “ y, la folidité de ce- parallelepipede fera a §y, 

_ aé'y 


& la maflè d’air qui y eft contenue 


K 


38 . 


# 233 

a8. Voyons maintenant les forces dont ce parallelepipede 
fera follicité; pour cet effet, cherchons l’élafticité à chacun de fès an- 
gles, ce qui fe fera aifément par les trois coordonnées qui répon- 
dent à chacun. 


du point 

les coordonnées 

l’élafticiré 

Z 


>> 

% 

n 

A 

h 

x-j-a, 

>> 

s 

"+x 

c 


>4-5, 

% 

"+¥ 

d 


>4-5, 

* 

m- A “ + Be 

iv 

a 



t+y 

TI4- — 

1-r- K 

S 

x-j-a, 

>. 

fc-t-y 

Aa-f-Cy 
^ K 

y 



a-}- y 

n + « t Cy 

iv 

$ 

x~+~a, 

>-45, 

-H-y 

K 


39. ' Pour trouver la force, dont le parallelepipede eft poufle 
vers la direction AX, confidérons les faces zc ct> & b à & 
nous voyons que toutes les prenions fur la face bdg$ furpaffent cel- 

Aa 

les qui agiffent fur l’autre zcây de la quantité Donc faire de 

chacune de ces deux faces .étant ” £y, il en réfuite une force félon 

. • Aa©y 

U direftion Ax ” — 


K 


fdim. dt Y Acad. Toin.XV. 


De la même maniéré les forces 
H h qui 
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qui agiflent fur la face cdyS furpaffent celles qui agiflent fur la face 
üba€ de la quantité donc, l’aire de ces face étant ZZ ay, il 

Baf y 

en rcfùlte une force félon la direction xy ZZ — — — • Enfin, les 
forces qui agirent fur la face tt^yè furpaffent celles qui agiflent fur 
la face %bcd de la quantité ; donc, l’aire de ces faces étant zz aS, 

jjj®" 

il en réfulte une force dans la direélion y z ZZ — — • 


40 . Après avoir trouvé ces forces félon les directions de nos 

et ^ y 

trois coordonnées, le parallelepipede dont la maffe eft “ ^ , re- 

cevra les accélérations fuivantes: 


(£0 — — 2 & a> fuivant Ax > 

QjjC) — — Vivant xy, 

ÇjïO ~ — 2gC * fuivant yz> 

où l’on n’a qu’à mettre pour A, B, C, les valeurs fuppofées ci-def- 
fus. Mais, ici confidérant les agitations comme extrêmement petites, 
pour en tenir compte pofbns 

x ' 1 X - 1 * p j y ——m Y ■ j— * ^ , £t % ■ Zi pm | ■* f, 
de forte qtie p, q, r, fbtent des quantités quafi infiniment petites : & 
partant on aura 

Jb — (L — 1 ) dX 4- MdY -H NrfZ, 

■ dq = P àX 4- (Q— - 0 M 4- ^àz, 
dr ZZ S^X 4- TrfV 4~ (V “1 O 


41, 
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4i. De U nous aurons à peu près 
X, — r, M — o t N”o, Pzno, Q=i, Rn3o, S“Oj T“o, V“i, 

donc K “ i , entant que nous n'en confidérions les différentiels: 
mais pour la différentiel de II, nous aurons: 



Enfuira nous trouvons: 


A = E, B r= F, & C: = G. 


de enfin, pour éliminer les autres lettres, remarquons que 



& outre les coordonnées principales X, Y, Z, avec le rems / nous 
n’aurons que les trois petites quantités p } /•, qui marquent le dé- 
placement de chaque point 


42. Subftituons donc ces valeurs, & le mouvement de l’air 
caufé par une agitation quelconque, mais extrêmement petite, fera dé- 
terminé par les trois équations fuivantes: 


jl — ( à Jr\ 4- ( iii \ 

2gh \dt*J — WXV ^ \dXdYj ^ KdXtiTLj 

l Ç d lï\ — ( dd ? > u r â Jr\ _l_ C— ^ 

%gh \dt*S KdXdYj ^ V'Y.v ^ \d\irij 

l C d Js\ — ( àdp \ 1 C dd t > i, f ddr \ 
igh \dt'J “ \dXdzJ \dYdzJ VZV 

Hh 2 


où 
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ou bien, fi nous pofons H- 


CS = - 


nos 


équations prendront les formes fuivantes, 



d’où nous concluons 


i /d3v\ . /(îdv\ 

rfh \Tt v — vxv H “ \dw) 

où il n’y a qu’une feule variable inconnue v. 


43. Voilà donc la folurion du problème fur la propagation 
du fon, ayant égard à toutes les dimcnlions de Voir. Ün élément d’air, 
donc le lien dans l’état d’équilibre eft dérerminé par les trois coordon- 
nées X, Y, Z, fe trouvera après le tems t dans un lieu déterminé 
par les coordonnées X jt, Y -j— y, Z - 4 — s, où x, r, a, 
font telles fondions des quatre variables X, Y, Z, <St t 7 dont la na- 
ture eft exprimée par les équations fuivantes: 



44. 
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44 - I' n’cfl: P as difficile* de trouver une infinité de folutions 
particulières, on n’a qu’à pofcr 

x — AO (a* H- £X 4- y Y -+- *Z) 

y — BO(ar -4- H- y Y - 4 - $Z) 

% ~ CO (af h- ex -H y V H- J/,), 

& l’on obtiendra les égalités fuivantes: 

— ~ = Aee -h Bey -h ce* = e(Ae- 4 -By-i-cj) 
^ = Affy H- Iîyy -h CyJ — y(AS-|- By + Ct) 

ig h 

^ =: ASS - 4 - BytT -f- C JJ = S'AS + By 4- O), 

2 gfl 

d’où il s’enfuit A “ S , B “ y, C “ J, & 
et ~ V 2 g A (S S -4- yy -4- JJ). 

Or on peut prendre à volonté les trois nombres £, y, J, & partant 
on aura une infinité de pareilles fondions qui étant ajoutées enfemble 
donneront des valeurs convenables pour les inconnues x, j y, c. 


45. Tirons de là le cas, où les agitations partant d’un 
point A fe répandent en tout fens également. Alors on aura: 
.*■ “ Xj; y “ Yr; a ™ Z r, & t fera une fonction des 
deux quantités t & V (X X - 4 - YV -4- Z Z). Poibns 
V ~ y (XX - 4 — Y Y -f- ZZ), de forte que V marque la 
difhtnce du poinr Z au centre A dans l’érat d’équilibre: & puisque 


ds ~ dt 


ds^zzdt 



-4— dW ou bien 

^ v KdyJ^ v \dw) 



Hh 3 


nous 
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nous lurons : 

/Jz\ ZZ fJs\ 

v.iz) ~ ' ■+• V Vvr 

'« (S) + S 0 + © = .' H- V (s) 

aj-sn. ^ ©; © = £. & 

/ dds X X/dds\ . , , . /lv\ X/du\ 

\ 7 v 7 x)=v[.j^)’ <*,S"W-e»M {jx)=v{ 7 v) 

_ fds\ f dds \ X /dds\ 

pofant u „ nousaurons \JxJÿ) ~ V Vj/V*)’ * 

première équation fera 

(dds\ _ 3X /ds\ X fds\ / dds\ 

UO - V Wv/ + V Uv +X [jV’} 

sf) = $ (jfr) + ($)’ &àcm '- mirat 

équation auflî les autres conduiront. 


X 

zgh 

, . 1 fdds 

ou bien — 7 l 
2 gh \ 


46. Le point Z s’éloignera directement du centre par le pe- 
tit intervalle sV(KX -f- Y Y — f— 7 . 7 ,) “ V j-; donc, fi nous po- 

fons cet intervalle V/ — a, à caufe de r “ ^ , nous aurons 

/ dds\ I ( ddu\ / ds\ U I_ fdu\ 

\7T*) “ V WrV* VW ~ VV V V?V7, 

/dds\ :h t a /Vtf\ | * ( ddu\ 

& vvv — V V \7vJ V vv*y' 

d’où 
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d’où l'intervalle du déplacement u fera exprimé par cette équation, 
j f ddù\ a» 2 f du\ fddu\ 

jfh \fr) “ ~ vv ,4 “ v \jv) + \w} " 

C’eft: donc de laréfolurion de cette équation, que dépend la propagation 
du Ton par l’air étendu en tout /èns. Puisque cette équation eft: diffé- 
rente de celle que nous avons trouvée pour le cas de deux dimenfîons, 
la propagation du fon fera auflï différente. 


47. Or pour trouver une foluiion générale de nos formules du 
§. 43. qu’on prenne 

O fonftion quelconque de aX + £ Y -J- y Z +_tVzgh («a *f S 6 + y y) 
0 ; fonftion quelconque de a/X -f £ ; Y *f y ; Z ff~ t~V igh (al al ff + y 'y') 

O^fonélion quelconque de a'OC-f 4-y /; Z + i'V 2 ^h(a. u a. u A-y l! y n ^ 

&c. 

en augmentant le nombre de telles fondions à l’infini, puisque 
a, £, y-, a', ë J , y y , &c. font des nombres arbitraires. Enfui te foicnr 
L, M, N, P, Q, R, des fonctions quelconques des trois variables 
X, Y, Z, fans qu’elles renfermenr le tems t : & on aura les valeurs 
fuivantes pour les variables cherchées jt, y, z. 

^ e °+ e '0'+^ / ^+<^z-)+ ( t^z-) 

d’où 


# 343 f> 

d’où l’on connoitra auffi les vire (Te s 
chaque particule d’aîr, pour chaque moment. 



de 


48. Pofirnt enfoire t ~ o , on aura l’état où l’air fè trou- 
ve' immédiatement après la première agitation, qui lui aura été impri- 
mée; les formules que nous venons de trouver, marqueront pour cet 
inftant tant les trois déplacemens x, y, a, arrivés à chaque particule 
d’air, que les trois vireflès qui leur auront été imprimées: c’eft en 
quoi co n fi fie l’état initial. Or, cet état étant donné, il s’agit de déter- 
miner convenablement toutes les fondions O, O', 0 7/ , &c avec 
leurs nombres refpeéïife a, S, y; a', S', y<i a", S", y"; &c. 

de même que les fondions L, M, N; P, Q, R, pour que l’état 
initial qui en réfulte , convienne précifëment avec celui qui eft pro- 
pofe. Mais c’eft ici qu’on rencontre la plus grande difficulté, & il eft 
encore fort douteux, fi nos formules, quoiqu'on augmente leurs 
membres à l’infini, s’étendent à tous les cas poffibles: du moins feroit- 
jl fort à fouhaiter, qu’on trouvât moyen de les repréfenter fous une 
forme finie & plus commode. 



CON- 




K! ^ 



T 



